
<latexit sha1_base64="LJNc3goHFylzaOUhDVOIiuK0D2A="></latexit>

2

<latexit sha1_base64="u6yyC654hY6/5D3F/4SIq8VpTN4="></latexit>

(A)
PA, . . . , x→ → y→ + y→ ↑ x→ → suc (y→ + y→) ↓ x→ → y→ + y→ ↑ x→ → suc (y→ + y→) PA, . . . , x→ → y→ + y→ ↓ ↔ y. (suc x→ → y+ y ↑ suc x→ → suc (y+ y)) PA, . . . , x→ → suc (y→ + y→) ↓ ↔ y. (suc x→ → y+ y ↑ suc x→ → suc (y+ y))

(→E)
PA, . . . , x→ → y→ + y→ ↑ x→ → suc (y→ + y→) ↓ ↔ y. (suc x→ → y+ y ↑ suc x→ → suc (y+ y))

<latexit sha1_base64="7Tb50KLepNgtN+BWAotmv/fI7Wo="></latexit>

1

<latexit sha1_base64="AXkP4duUSqvmi3LrDPkh0ipC2u8="></latexit>

(A)
PA, . . . → congruence

(→E)
PA, . . . → ↑ y. (x→ ↓ y ↔ suc x→ ↓ suc y)

(→E)
PA, . . . → x→ ↓ y→ + y→ ↔ suc x→ ↓ suc (y→ + y→)

(A)
PA, . . . , x→ ↓ y→ + y→ → x→ ↓ y→ + y→

(↑E)
PA, . . . , x→ ↓ y→ + y→ → suc x→ ↓ suc (y→ + y→)

(↓IR)
PA, . . . , x→ ↓ y→ + y→ → suc x→ ↓ y→ + y→ ↗ suc x→ ↓ suc (y→ + y→)

(↔I)
PA, . . . , x→ ↓ y→ + y→ → ↘ y. (suc x→ ↓ y+ y ↗ suc x→ ↓ suc (y+ y))

<latexit sha1_base64="KKof+/THfiTHeRIMsDAaAvsS5Gc="></latexit>

1.0

<latexit sha1_base64="Om8Mj85hJ6v2uSNR7oQjwGdzuW0="></latexit>

PA, . . . , x→ → suc (y→ + y→) ↑ suc x→ → suc y→ + suc y→
(→IL)

PA, . . . , x→ → suc (y→ + y→) ↑ suc x→ → suc y→ + suc y→ ↓ suc x→ → suc (suc y→ + suc y→)
(↑I)

PA, . . . , x→ → suc (y→ + y→) ↑ ↔ y. (suc x→ → y+ y ↓ suc x→ → suc (y+ y))

<latexit sha1_base64="P3i2RumciQ5M/VXpKb8hld6srQ8="></latexit>

1.1

<latexit sha1_base64="7GrfLQU7551eStv3WANL/pfBkzc="></latexit>

(A)
PA → induction →y.(x↑y+y↓x↑suc(y+y)), x

PA → ↑ y. (zero ↓ y+ y ↔ zero ↓ suc (y+ y))

(A)
PA, ↑ y↔. (x↔ ↓ y↔ + y↔ ↔ x↔ ↓ suc (y↔ + y↔)) → ↑ y↔. (x↔ ↓ y↔ + y↔ ↔ x↔ ↓ suc (y↔ + y↔)) PA, . . . , x↔ ↓ y↔ + y↔ ↔ x↔ ↓ suc (y↔ + y↔) → ↑ y. (suc x↔ ↓ y+ y ↔ suc x↔ ↓ suc (y+ y))

(→E)
PA, ↑ y↔. (x↔ ↓ y↔ + y↔ ↔ x↔ ↓ suc (y↔ + y↔)) → ↑ y. (suc x↔ ↓ y+ y ↔ suc x↔ ↓ suc (y+ y))

(↑I)
PA → (↑ y. (x↔ ↓ y+ y ↔ x↔ ↓ suc (y+ y))) ↗ ↑ y. (suc x↔ ↓ y+ y ↔ suc x↔ ↓ suc (y+ y))

(↓I)
PA → ↘ x↔. ((↑ y. (x↔ ↓ y+ y ↔ x↔ ↓ suc (y+ y))) ↗ ↑ y. (suc x↔ ↓ y+ y ↔ suc x↔ ↓ suc (y+ y)))

(↔I)
PA → (↑ y. (zero ↓ y+ y ↔ zero ↓ suc (y+ y))) ≃ ↘ x. ((↑ y. (x ↓ y+ y ↔ x ↓ suc (y+ y))) ↗ ↑ y. (suc x ↓ y+ y ↔ suc x ↓ suc (y+ y)))

(↑I)
PA → ↘ x. ↑ y. (x ↓ y+ y ↔ x ↓ suc (y+ y))

(↓E)
PA → ↑ y. (x ↓ y+ y ↔ x ↓ suc (y+ y))

<latexit sha1_base64="vSq1vzZOz4w89beprzS7DuHqVD4="></latexit>

PA → ↑ y. (x ↓ y+ y ↔ x ↓ suc (y+ y))
(→I)

PA → ↗ x. ↑ y. (x ↓ y+ y ↔ x ↓ suc (y+ y))

<latexit sha1_base64="N7gT+FdgdsU5wduuexYKFUi00V4="></latexit>

(A)
PA → transitivity

(→E)
PA → ↑ y. ↑ z. ((suc zero+ suc zero ↓ y ↔ y ↓ z) ↗ suc zero+ suc zero ↓ z)

(→E)
PA → ↑ z. ((suc zero+ suc zero ↓ suc (zero+ suc zero) ↔ suc (zero+ suc zero) ↓ z) ↗ suc zero+ suc zero ↓ z)

(→E)
PA → (suc zero+ suc zero ↓ suc (zero+ suc zero) ↔ suc (zero+ suc zero) ↓ suc (suc zero)) ↗ suc zero+ suc zero ↓ suc (suc zero)

PA → suc zero+ suc zero ↓ suc (zero+ suc zero) PA → suc (zero+ suc zero) ↓ suc (suc zero)
(↑I)

PA → suc zero+ suc zero ↓ suc (zero+ suc zero) ↔ suc (zero+ suc zero) ↓ suc (suc zero)
(↓E)

PA → suc zero+ suc zero ↓ suc (suc zero)

<latexit sha1_base64="gCy33cRktWuyepzbmoGVOtbnRcQ="></latexit>

(A)
PA → additionS (→E)

PA → ↑ y. suc zero+ y ↓ suc (zero+ y)
(→E)

PA → suc zero+ suc zero ↓ suc (zero+ suc zero)

<latexit sha1_base64="QaOcrqpBJFnTHlFcN1IPm09HIhQ="></latexit>

(A)
PA → congruence

(→E)
PA → ↑ y. (zero+ suc zero ↓ y ↔ suc (zero+ suc zero) ↓ suc y)

(→E)
PA → zero+ suc zero ↓ suc zero ↔ suc (zero+ suc zero) ↓ suc (suc zero)

(A)
PA → additionZ (→E)

PA → zero+ suc zero ↓ suc zero
(↑E)

PA → suc (zero+ suc zero) ↓ suc (suc zero)

<latexit sha1_base64="hTfC+rTnu33ajca3KKlSJ6I1BAo="></latexit>

(A)
PA, . . . → congruence

(→E)
PA, . . . → ↑ y. (x→ ↓ y ↔ suc x→ ↓ suc y)

(→E)
PA, . . . → x→ ↓ y→ + suc y→ ↔ suc x→ ↓ suc (y→ + suc y→)

(A)
PA, . . . → transitivity

(→E)
PA, . . . → ↑ y. ↑ z. ((x→ ↓ y ↗ y ↓ z) ↔ x→ ↓ z)

(→E)
PA, . . . → ↑ z. ((x→ ↓ suc (y→ + y→) ↗ suc (y→ + y→) ↓ z) ↔ x→ ↓ z)

(→E)
PA, . . . → (x→ ↓ suc (y→ + y→) ↗ suc (y→ + y→) ↓ y→ + suc y→) ↔ x→ ↓ y→ + suc y→

(A)
PA, . . . , x→ ↓ suc (y→ + y→) → x→ ↓ suc (y→ + y→)

...
PA, . . . → ↑ x. ↑ y. (suc (x+ y) ↓ x+ suc y)

(→E)
PA, . . . → ↑ y. (suc (y→ + y) ↓ y→ + suc y)

(→E)
PA, . . . → suc (y→ + y→) ↓ y→ + suc y→

(↑I)
PA, . . . , x→ ↓ suc (y→ + y→) → x→ ↓ suc (y→ + y→) ↗ suc (y→ + y→) ↓ y→ + suc y→

(↓E)
PA, . . . , x→ ↓ suc (y→ + y→) → x→ ↓ y→ + suc y→

(↓E)
PA, . . . , x→ ↓ suc (y→ + y→) → suc x→ ↓ suc (y→ + suc y→)

<latexit sha1_base64="yC2cuKQZ50SwwWdjQYtKBvaASjA="></latexit>

(A)
PA, . . . → symmetry

(→E)
PA, . . . → ↑ y. (suc y→ + suc y→ ↓ y ↔ y ↓ suc y→ + suc y→)

(→E)
PA, . . . → suc y→ + suc y→ ↓ suc (y→ + suc y→) ↔ suc (y→ + suc y→) ↓ suc y→ + suc y→

(A)
PA, . . . → additionS

(→E)
PA, . . . → ↑ y. (suc y→ + y ↓ suc (y→ + y))

(→E)
PA, . . . → suc y→ + suc y→ ↓ suc (y→ + suc y→)

(↑E)
PA, . . . → suc (y→ + suc y→) ↓ suc y→ + suc y→

<latexit sha1_base64="atW2kWfvj84k3oj7jn/8toYDXWA="></latexit>

0
<latexit sha1_base64="RjeEWNGbIELPRBuU0Y8oLH8vGmU="></latexit>

(A)
PA, . . . → transitivity

(→E)
PA, . . . → ↑ y. ↑ z. ((suc x→ ↓ y ↔ y ↓ z) ↗ suc x→ ↓ z)

(→E)
PA, . . . → ↑ z. ((suc x→ ↓ suc (y→ + suc y→) ↔ suc (y→ + suc y→) ↓ z) ↗ suc x→ ↓ z)

(→E)
PA, . . . → (suc x→ ↓ suc (y→ + suc y→) ↔ suc (y→ + suc y→) ↓ suc y→ + suc y→) ↗ suc x→ ↓ suc y→ + suc y→

PA, . . . , x→ ↓ suc (y→ + y→) → suc x→ ↓ suc (y→ + suc y→) PA, . . . → suc (y→ + suc y→) ↓ suc y→ + suc y→
(↑I)

PA, . . . , x→ ↓ suc (y→ + y→) → suc x→ ↓ suc (y→ + suc y→) ↔ suc (y→ + suc y→) ↓ suc y→ + suc y→
(↓I)

PA, . . . , x→ ↓ suc (y→ + y→) → suc x→ ↓ suc y→ + suc y→

<latexit sha1_base64="jBJkFyG1jffWn3tIRNFTOWkV3Hw="></latexit>

1.1.0

<latexit sha1_base64="cY1qsWnPl6b7qMYlAjfnys5c5iw="></latexit>

(A)
PA → symmetry

(→E)
PA → ↑ y. (zero+ zero ↓ y ↔ y ↓ zero+ zero)

(→E)
PA → zero+ zero ↓ zero ↔ zero ↓ zero+ zero

(A)
PA → additionZ (→E)

PA → zero+ zero ↓ zero
(↑E)

PA → zero ↓ zero+ zero
(↓IL)

PA → zero ↓ zero+ zero ↗ zero ↓ suc (zero+ zero)
(↔I)

PA → ↘ y. (zero ↓ y+ y ↗ zero ↓ suc (y+ y))


